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Abstract 

We present some results on projective toric varieties which are relevant in diophantine geometry. We interpret 
and study several invariant attached to these varieties in geometrical and combinatorial terms. We also give a 
Bezout theorem for Chow weights of projective varieties an d an application to the theorem of successive algebraic 
minima. These results are excerpted from [6] and [7]. To cite this article: P. Philippon, M. Sombra, C. R. Acad. 
Set. Pans, Ser. I (2005). 

Resume 

Nous presentons quelques resultats sur les varietes toriques projectives, pertinents en geometrie diophantienne. 
Nous interpretons et etudions plusieurs invariants arithmetiques attaches a ces varietes en termes geometriques et 
combinatoires. Nous donnons egalement un theoreme de Bezout pour les poids de Chow des varietes projectives 
et une application au theoreme des minimums algebriques successifs. Ces resultats sont extraits de [6] et [7] . Pour 
citer cet article : P. Philippon, M. Sombra, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I (2005). 



Abridged English version For n,N € N x let A = (do, . . . , <zjv) £ (Z n ) N+1 be a sequence of 7V+1 vectors 
in Z n and consider the diagonal action of the torus T" := (Q X ) n on the projective space P N :— P Ar (Q) 

* A : T" xP^P" , (s, x) h-» (s ao x :---:s aN x N ) . 

The Zariski closure of the orbit of a point a = (oto : • • • : a at) G is denoted X Aa := T" *a a C P N 
and, following [3] , we call it the projective toric variety associated to (A, a) . This is a subvariety of 
stable under the action of T", with a dense orbit a := T" *_4 a. By restricting the ambiant projective 
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space, we can assume that the point a belongs to the Zariski open subset (P^) := {(x : • • • : Xn) : 
xq ■ ■ ■ xn ^ 0}. In this case the dense orbit X A , a ° is actually a translate of a subtorus of T*, identified to 
(P w )°. Without loss of generality we also assume throughout this note that the Z-module L4, generated 
by the differences of the vectors at, is equal to Z™. Under these assumptions the dimension of X^ a is 
equal ton. 

One can attach several notions of height to a projective variety X C P N . Normalizing with respect to 
the action of the torus we select the so-called normalized height, defined by 

MX):=de g (X).limi-^ X ) 



fe^oo kdeg([k]X) ' 

where [k] denote the k-th power morphism (xo : • • • : x^) (xq : • • • : x k N ) and h any height on the 
subvarieties of ~P N (the resulting limit is independent of the actual choice of this height, see [6, § 1.2]). 

It is well known that, under our hypotheses, the degree of the projective toric variety X A , a is equal to n\ 
times the volume of the convex hull Qa C R n of the points do, . . . , a at, with respect to the usual Lebesgue 
measure. We obtain an arithmetic analogue of this classical result, expressing the local contributions to 
the normalized height in a similar way. 

Let K be a numbers field, we denote by Mk the set of absolute values on K extending the p-adic and 
archimedcan absolute values of Q satisfying \p\ p = p^ 1 and |2|oo = 2. For v G Mk we denote K v (resp. 
Q„) the completion of K (resp. Q) with respect to v. Now, for a G (K X ) N+1 and v G Mk we consider 
the polytope Qa,t ov , convex hull in R n+1 of the points (ao, log |ao|„), . . . , (ajv, log |ojjv|t;), and we denote 
by $A,T av '■ Qa — * R the parametrisation of its upper envelope over Qa- Here T a v G R w+1 stands for 
the vector (log \a \ v , . . . , log |q;jv|j;)- We can now state : 

Theorem 0.1 Let A G {Z n ) N+1 such that L A = Z™ and a G (K X ) N+1 , with the above notations 
h{X A . a ) = (n+ 1)! ^2 ^ ' §f / ^ A - T "^ x ^ dxi ' ' ' dXn ■ 

The proof requires a sharp normalized arithmetic Hilbcrt-Samuel theorem and is closely connected 
to the Chow weights introduced by D. Mumford in his work [5] on the stability of projective varieties. 
Furthermore, Theorem 0.1 has a multiprojective generalization that we present below. We also give a 
Bezout type theorem for the Chow weight of general projective varieties, which in particular implies an 
exact arithmetic Bezout theorem for intersections of toric varieties with monomial divisors. 



1. Poids de Chow des varietes toriques 

Soit K un corps commutatif, X C P Ar (K) une sous-variete de dimension n ct r = (to, ... , tat) g R w+1 
un vecteur poids. Considerons la forme de Chow Chx G K[£/ , . . . , U n ] de X et une variable additionnelle 
t ; si Ton ccrit formcllement 

Ch x (^ Uij : Q<i<n, < 3 < N) = t e ° F a + ■ ■ ■ + t eM F M 

avec F , . . . , Fm G K[J7 , . . . , U n ] \ {0} ct e > • • • > Cm, le T-poids de Chow de X est defini par e T (X) := 
eo- Cette notion est introduite dans [5, p. 61], (avec des exposants entiers) dans le contexte de la theorie 
geometrique des invariants et en relation avec l'etude de la stabilite des varietes projectives. 

Pour un vecteur A = (ao, . . . , a^) G (Z n ) N+1 ct un poids r G R w+1 on considere le polytope Qa.t '■= 
Conv ((ao, ro), . . . , (o,n,tn)) C R™ +1 , dont l'enveloppe superieure s'envoie bijectivement sur Q A par la 
projection standard R" +1 — > R™. Soit alors 
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■&A,t -Qa^R- , a; t-^ max {y G R : (x,y) E Qa,A , 

la parametrisation de cette enveloppe superieure au-dessus de Q^. C'est une fonction concave et affine 
par morceaux, done en particulier Riemann integrable sur tout polytope. 

Proposition 1.1 Soit A G (Z n ) N+1 tel que L A = Z™ et r E R^+S afors 

e T (X0 = (n+l)! /" ■&a,t{x) dx 1 ---dx n . 
Qa 

Joint au theoreme 0.1 (dans la version anglaise ci-dessus) cela fournit une interpretation geometrique, en 
termes de deformations toriques, des contributions locales a la hauteur normalised d'une variete torique. 



2. Theoreme de Hilbert-Samuel normalise 



La demonstration du theoreme 0.1 suit une demarche indirecte : au lieu d'utiliser la definition de la 
hauteur normalisee, on s'appuie sur le calcul d'une fonction de Hilbert arithmetique appropriee. L'un des 
principaux obstacles a surmonter est de trouver une fonction de type Hilbert dont l'expression asymp- 
totique soit liee a la hauteur normalisee ; les differentes variantes etudiees jusqu'a present sont liees a la 
hauteur projective, voir par exemple [4], [8]. 

Soit X C P N une variete definie sur lc corps de nombrcs K, dc dimension n, et I(X) C K[xq, . . . , xn] 
son ideal homogene dc definition. Nous utilisons la fonction de Hilbert arithmetique H noi m{X; •) associant 
a un cntier D donnc, la hauteur de Schmidt du if-espace lineaire I{X)u des formes de degre D de I(X) 

dans l'espacc des formes dc degrc D dc K[xq, . . . ,xn], identifie a N > via la base des monomcs [6, 
Definition II. 1]. Se pose alors la question du comportement asymptotique de cette fonction, a laqucllc 
nous apportons une reponse pour le cas des varietes toriques : 

Proposition 2.1 Soit A G {Z n ) N+1 tel que L_a = Z™ et a G (P*) , avec les notations introduites on a 

H noim (XA, a ;D) = ^4 Dn+1 + °^ n ) ■ 

lorsque D tend vers I'infini. 

Nous faisons remarquer la nature geometrique de cette formule, qui se reflete en particulier dans le 
comportement en 0(D n ) du terme d'approximation, a opposer au comportement habituel en o{D n+1 ) 
dans les theoremes de Hilbert-Samuel arithmctiques. 



3. Multihauteurs normalisees 

A l'instar des multidegres, les multihauteurs du tore T™ plonge dans un produit d'espaces projectifs 
via plusieurs applications monomiales peuvent aussi s'expliciter a l'aide d'integrales mixtes (ou multi- 
integrales) des fonctions concaves apparaissant dans le theoreme 0.1, voir la definition 3.1 ci-dessous. 

Soit Z C P Wo x ... x P N ™ une sous-variete de dimension n, on dispose d'une notion de multihauteur 
projective de Z d'indice c pour chaque c = (c , . . . , c m ) G N m+1 satisfaisant < Cj < Ni et Co + . . ■ + c m = 
n + 1. On renvoie a [9] ou encore [6, § 1.2], pour la definition precise. 

Notons s : P N ° x • • • x P^™ — ► p( Ar o+ 1 ) - ( A '">+ 1 )- 1 le plongement de Segre, on montre (voir [6, Propo- 
sition 1.2]) que la suite 
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converge vers une limite > lorsque k tend vers Finfini, et definit la multihauteur normalisee de Z d'indice 
c, notee h c (Z). 

Soient f : Q — > H et g : R — » R des fonctions concaves definies sur des ensembles convexes Q, R C R™ 
respectivement. On pose 

fSg: Q + R^R, x i— ► max{/(y) + g(z) : y G Q, z G R, y + z = x} , 

qui est une fonction concave definie sur la somme de Minkowski Q + R; on obtient ainsi une structure de 
semi-groupe commutatif sur l'ensemble des fonctions concaves (definies sur des convexes). 

Definition 3.1 Pour une famille de n fonctions concaves /o : Qo — ► R, • • • , fn '■ Qn — ► R definies sur des 
ensembles Qi C R" convexes et compacts, V integrate mixte (ou multi-integrate) est definie via la formule 

n ~ 

MI(/ ,...,/„) :=^(-l)"-J Y, J f io m---mf ij dx 1 ---dx n . 

j=0 0<i <-<ij<n QiQ+ ... +Qij 

Cette notion est analogue a celle de volume mixte, e'est de plus une fonctionnelle positive, symetrique 
et lineaire en chaque variable fc, voir [6, § IV. 3]. 

Soit Ao e (Z n ) N °+\ Am G (Z") Ar -+ 1 tels que L Ao + . . . + L Am = Z" et A := {Ao, . . -,A m ). 
Soit aussi K un corps de nombres, ao G (K x ) No+1 , . . . , a m G (K x ) JV ™+ 1 et posons a := (ao, . . . , a m ). 
Considerons alors Faction monomiale * A de T™ sur le produit d'espaces projectifs P^ x . . . x P"™ 
associee, on note X A ,a F adherence de Zariski de l'orbite du point a G P Na x . . . x P Nm . 

Pour chaque v G Mk on note aussi i?^ ijTo ,. „ : — > R la fonction parametrant Fenveloppe superieure 
du polytope QAi,r a . „ C R Tl+1 associe au vecteur A% et au poids T ai „ — (log aio|w, • • ■ , log e^i N I v ) • 



Theoreme 3.2 Soit c G N m+1 tel que cq + . . . + c m = n + 1, auec les notations ci-dessus on a 

Ky ■ Qv] 

[K:Q] 

v .. ' s „ 



vGM k 

avec Ml, 

c fois c m fois 



4. Theoreme de Bezout pour les poids de Chow 

Soit X C P N une variete projective quelconque, fixons r G Z Ar+1 , considerons Faction du sous-groupe 
a un parametre 

* r :TxP^P w , (t, (x : ■ ■ ■ : x N )) ^ (t T0 x : ■ ■ ■ : t™ x N ) 

et la deformation torique X T de X associee, definie comme Fadherence de Zariski de l'ensemble 

{((1 :t),t* T X) : t € T, x E X} CP 1 xP N . 

La variete initiate de X relative au poids r G Z N+1 est alors definie par 

]mtr(X) :=L*(X T -({(0:l)}xP N )) , 

ou l : P N — > P 1 x P N designe Finclusion (xo : • • • : xn) i— > ((0 : 1), (xo : • • • : xjv)) ; e'est done le cycle 
limite limt-^oo t * T X de X sous Faction * T , de meme dimension et degre que X. 
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On montre que lorsque r G N Ar+1 , le poids de Chow de X rclatif a r s'interprete comme un bi-degre 
d'une variante de la deformation torique ci-dessus et se comporte done comme une hauteur. Comme 
consequence de cette interpretation on obtient dans [7, § 4], un theoreme de Bezout pour le poids de 
Chow qui precise la majoration obtenue par R. Ferretti [1, Prop. 4.3]. 

Theoreme 4.1 Soit X C P N une variete projective et H 6 Div(P Ar ) un diviseur ne contenant pas X, 
alors pour r G Z N+1 on a 

e T (X ■ H) = e T (X) deg(ff) + e T (H) dcg(X) - (r + . . . + t n ) deg(H) deg(X) 

]T m(X T -H T ;i(Y)) dcg(Y) 

reirr(init T (X)) 

oil la somme porte sur les composantes irreductibles de init T (X) et m(X T -H T ; t(Y)) designe la multiplicite 
de l(Y) dans le cycle intersection X T ■ H T . En particulier, si H est effectif on a pour tout r e R Ar+1 

e T (X ■ H) < e T (X) deg(tf) + e T (H) dcg(X) - (r + . . . + r N ) deg(H) deg{X) , 

avec egalite si et seulement si les varietes initiales de X et H s'intersectent proprement. 

On applique ce resultat a l'intersection d'une variete torique projective X^ a avec un diviseur monomial 
de la forme div(cc b ) ou b 6 Z N+1 . Pour chaque place v £ Mk les pans de la toiture de QA,T av induisent, 
par projection, une decomposition polyhedrale coherente du polytope Qa, voir [10] par exemple. On note 
V Tav cette decomposition, dont les elements S sont en bijection avec les composantes de la variete initiale 
init Ta „(X^). La multiplicite de cette composante dans le cycle intersection Xa,o ■ div(x 6 ) s'ecrit alors 
[Lac\S '■ Lj\\ ■ $Ans,T a v( a ) avec a — SiLo t>i a i G 2" et '&AnS,T av la fonction parametrisant le pan de la 
toiture de QA,r av au-dessus de S (= Qahs), etendue lineairement a tout R™. On obtient done le theoreme 
de Bezout arithmctique exact suivant : 

Corollaire 4.2 Soit A G (Z")^ 1 tel que L A = Z",a£ (K X ) N+1 et b G Z N+1 . Posons D := ^j =1 bj 
et a := J2iLo ^i a i e Z™, alors 

h{X A , a -div{x h ))=Dh(X A , a )-n\ ]T {K \ V K '. qi ] E #Ans,T av (a)Vol n (S) . 
En particulier, si div(x b ) est effectif (c.-a-d. b G N N+1 ) on a h(XA, a • div(x 6 )) < D h(XA,a)- 



5. Optimalite du theoreme des minimums algebriques successifs 

Soit X C P N une variete quasi-projective quelconque, de dimension n. Le i-eme minimum algebrique 
de X par rapport a la hauteur normalisee est defini par 

%{X):=suv{mf{h{£) : £ € (X \Y){Q)} : Y C X, codim x (r) = i} 

pour i = 1, . . . ,n + 1, ou le supremum est pris sur toutes les sous- varietes Y de codimension i dans X. 
Ona/iipO > ... >aWiPO >0. 

La repartition de la hauteur des points algebriques d'une variete fermee X C est en relation avec 
sa hauteur, le lien est donne par le theoreme des minimums successifs de S.-W. Zhang [11, Thm. 5.2 et 
Lem. 6.5(3)] : 

MX) + --- + % l+ i{X) < < (n+l)MX) ■ 
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Comme application du theoreme 0.1, on construit des exemples toriques montrant qu'a des e-pres, toute 
configuration possible des minimums successifs se realise, et que le quotient h(X) / deg(X) peut atteindre 
n'importe quel valeur dans l'intervalle autorise par cet encadrement. 

Theoreme 5.1 Soient n, N s N tels que N > 3n+l et /Ui, . . . , n n+ \,v G R tels que \i\ > . . . > fi n +i > 
et ni + . .. + fin+i < v < (n + 1) fi\. Alors pour < E\ < (n + l)/xi — v, e 2 > arbitraires, il existe une 
variete torique X C P N de dimension n telle que 



< Hi — fii(X) < E\ pour i = 1, . . . ,n + 1 et 



h(X) 



dcg(X) 



< £2^1 



De plus, la variete X peut etre choisie de degre < (4n 2 e 2 1 ) n et definie sur une extension kummerienne 
K = Q(2 1 / £ ) de degre [log (2) e^ 1 ] + 1- 

Etant donne que l'ouvert principal d'une variete torique est le translate d'un sous-tore de (P w ) , il est 
naturcl de comparer cette situation au cas abclicn. Soit A une variete abelienne munie d'un fibre ample 
et symetrique ce qui fournit une notion de hauteur normalisee sur les sous-varietes de A (hauteur de 
Neron-Tate pour les points). Soit a + B C A le translate d'une sous- variete abelienne B par un point a, 
et soit Tors(i?) le sous-groupe des points de torsion de B. Si est un point quelconque de a + B, alors 
+ Tors(i?) est un sous-ensemble de points de hauteur h(0) dense dans a + B, on en deduit 

j5i(a + £?) = ••• = j5 n+ i(a + B) . 

Ainsi, dans cette situation l'intervalle du theoreme des minimums successifs se reduit a un point, et on a 
les egalites 

h(a + B) = ( n + 1 )^ i ( Q! + S ) =j2 1 (a + B) + ... + ii n+1 (a + B) . 
dcg(a + B) 

La situation est done plus riche dans le cas torique, la difference tenant au fait que les translates de 
sous-tores de (P w )° ne sont pas des ensembles algebriques fermes. 
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